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ERATOSTENES Z CYRENY
(ok. 275 — ok. 194 p.n.e.)

grecki filozof, astronom, matematyk
| geograf; zaymowat si¢ takze filologia,
historig 1 muzyka; od 236 roku p.n.e.
zarzgdzat Biblioteka Aleksandryjska;
pierwszy dokonat pomiaru dlugosci
potudnika ziemskiego, wyznaczyt kat
nachylenia ekliptyki do rownika
niebieskiego; pozostawit dzieto
astrologiczne: Calasterismi — opis
konstelacji; zachowaly sie fragmenty dzieta
Geographica, w ktorym dal podstawy
naukowego traktowania geografii;
Z osiggnie¢ mat. jest znane tzw. Sit0
Eratostenesa; zachowaly si¢ takze fragmenty
jego utworow poetyckich, — ————




Postac¢ Eratostenesa w geografii

2200 lat temu Eratostenes na jednym ze zwojOw papirusu
przeczytal, ze w miescie Syene (obecnie Asuan w Egipcie) co roku
doktadnie 21 czerwca w potudnie pionowe paliki 1 kolumny Swigtyn
przestajg rzucac cien, a na dnie gigbokiej studni widac¢ odbicie stonca.
Stonce jest wiec wtedy doktadnie w zenicie, czyli prostopadle nad
ziemia. I c0z z tego? Eratostenes byt cieckawy, czy w Aleksandrii,
miescie lezacym dalej na poinoc, w tym samym momencie kolumny 1
pionowe paliki tez nie rzucajg cienia. Rzucaly. Dzigki temu 1
prostemu rozumowaniu Eratostenes udowodnil, ze Ziemia jest
okragla (pierwszy wspomniat o tym Pitagoras prawdopodobnie
obserwujac cien Ziemi na Ksiezycu). Co wiecej obliczyt kat, pod
jakim w Aleksandrii pada cien 1 najat cztowieka, ktory zmierzyl
krokami odlegtos¢ migdzy oboma miastami (ok. 800 km). W inne;
wersj1 postuzyt si¢ karawang. Majac te dane obliczyt z btedem
zaledwie kilku procent srednice 1 obwod Ziemi.




# Okoto roku 200 p.n.e grecki matematyk
Eratostenes podal algorytm na znajdowanie liczb
pierwszych. Nazwa pochodzi od sposobu, w jaki
sg one znajdowane. Wszystkie liczby po kolei
przesiewa sie - usuwane sg sposrod nich
wszystkie wielokrotnosci danej liczby z poczatku
zakresu (przeszukiwanego przedziatu).



Z.asada ,sita Eratostenesa”

® Eratostenes z Cyreny podszedl do rozwiazania W
nastepujacy sposob - zamiast sprawdza¢ podzielnosé
kolejnych liczb naturalnych przez znalezione liczby
pierwsze, zaproponowal wyrzucanie ze zbioru
liczb naturalnych bedacych wielokrotnoSciami
kolejnych liczb, ktore nie zostaly wczesnie;
wyrzucone. To, co zostanie, bedzie zbiorem liczb
pierwszych, ktore nie posiadaja innych podzielnikow
Jak 1 1 sama siebie. Metoda ta zostata hazwana sitem
Eratostenesa I jest najszybsza metoda wyszukiwania
liczb pierwszych w ograniczonym zbiorze.




Przyktad dzialania algorytmu

# Odnajdziemy za pomoca sita Eratostenesa
wszystkie liczby pierwsze z zakresu od 2 do 30.

n Zapisujemy kolejno wszystkie liczby w tabeli.




Wykluczamy liczby
podzielne przez 2

® Teraz bierzemy pierwsza liczbe z tabeli (2) |
poczawszy od nastepne] (3) dzielimy przez nig
wszystkie kolejne liczby. Te, ktore sg przez nig
podzielne wykreslamy z niej. Krocej — wyrzucamy
wszystkie wielokrotnosci liczby 2 poza nig sama.

# W ten sposob pozbywamy sie wszystkich liczb
parzystych wiekszych od 2.
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Wykluczamy podzielne przez 315

Bierzemy kolejng liczbe (3) 1 wyrzucamy jej wielokrotnosci
albo 1naczej mowigc- dzielimy przez nig pozostale liczby
poczawszy od nastepnej (0d 5, bo 4 juz jest wykreslone). Jesli
dzielg si¢ bez reszty przez 3— wyrzucamy.

Podzielne wykreslamy z tabel.
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Kolejng liczbg w tabeli jest 5. Postepujemy jak poprzednio:
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Zatrzymanie dziatania algorytmu

tym momencie mozemy zakonczyc¢ nasze
poszukiwania. Algorytm "mowi1", ze kolejne wykreslania
nalezy powtarzac nie dalej jak do liczby bedace;
zaokragglonym w dot pierwiastkiem zakresu (30). Albo
Inacze] mowigc ostatnia liczba, ktorej wielokrotnosci
wyrzucamy, ma by¢ mniejsza lib réwna pierwiastkowi granicy

zakresu. U nas jest to: sqrt(30)=5,4772255..,

po zaokragleniu w dot otrzymujemy 5. Liczby podzielne

przez S juz usuneliSmy, zatem w tabel1 zostaty juz tylko liczby
plerwsze.

Sqrt to oczywiscie pierwiastek...




Skutecznosc algorytmu

Skuteczno$¢ dzialania algorytmu ocenia sie
na podstawie jego poprawnosci uzyskiwanych wynikow
oraz ograniczenia czynnosci wykonywanych w trakcie
do niezbednego minimum.

W algorytmie wyszukiwania liczb pierwszych
metodg Sita Eratostenesa nie wystepuje nigdzie potrzeba
dzielenia. Wyznaczajac wielokrotnosci wykonujemy
jedynie proste dodawanie, ktore komputer realizuje
bardzo szybko. Z tego powodu prezentowany algorytm
Czasowo jest najszybszym algorytmem rozwiazujacym
zadanie wyszukiwania liczb pierwszych.




Liczby pierwsze — ktore to...

# Liczby pierwsze - to liczby naturalne, ktore posiadaja tylko
2 dzielniki (liczbe 1 i samag siebie), np.: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19223529 S 3 R Sy S 5as s Oy

#t Pozostale to:

# liczby zlozone - to liczby naturalne, ktore posiadajg wiece;
niz dwa dzielniki, np.: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, ... 27,
30.

# Liczby O I 1 nie nalezg ani do liczb pierwszych, ani do
ztozonych.




Liczby pierwsze — historia kosci...

W latach 60 wubieglego wieku w

Afryce znaleziono kosci liczace ponad
25000 lat - z wyrytymi na nich karbami.
Na jednej z nich (kos¢ z Ishango) karby
uktadaja sie¢ w liczby 11, 13, 17, 19. Sg
to liczby pierwsze. Wymieniona kos¢
stanowi drugie najstarsze na Ziemi
znalezisko matematyczne I mozna ja
sobie obejrze¢ W muzeum brukselskim
na ulicy Rue Vautier 29-B-1000, okoto

100 metrow od Parlamentu
Europejskiego.



CiekawostKi

# Obecnie za pomocg super szybkich komputerow
mozna znalez¢ gigantyczne liczby pierwsze.

# W Internecie odbywa sie¢ "Wielkie Internetowe
Poszukiwanie Liczb Pierwszych Mersenne'a"
(GIMPS).

# Liczba pierwsza 29972°93-1(odkryta 1 czerwca 1999
roku) ma ponad 2 min cyfr, doktadnie 2 098 960.

# Jest ona 38 z kole1 tzw. liczba Mersenne'a.



Ciekawostki — c.d.

ajwickszg znaleziong dotad liczbg pierwsza jest
liczba: 2134609171 Rekordzistke odkryto 14 listopada 2001
roku. Liczba ta sktada si¢ z 4 053 946 cyfr!
Milion ma 7 cyfr!!! Powyzsza liczba ma ponad 4 miliony CYFR!!!
Co wiece], liczba ta nalezy do tzw. liczb Mersenne'a
(Jest to 39 liczba pierwsza Mersenne'a).

Odkrycie zostalo dokonane w ramach wspomnianego
wyzej programu GIMPS, w ktorym obliczen dokonywaty
wspolnie pracujace w Internecie komputery ponad 130
tysiecy badaczy-ochotnikow, zaprzegajac do poszukiwan
ponad 200 tysiecy komputerow PC.

Pamig¢tac nalezy, jaka byla moc przerobowa ponad 20 lat temu, a jaka jest dzis...




Dziwne liczby pierwsze

m Liczba 11111111111111111111111 zlozona z 23 jedynek
jest pierwsza.

# Istniejg liczby pierwsze ztozone z kolejnych cyfr np.: 23,
67,4567, 23456789, 1234567891,
1234567891234567891234567891.

# W dwoch ostatnich liczbach cyfry wystepujg w tak zwanym
rosnacym porzadku cyklicznym, tzn. po kolei, z tym ze po 9
moze by¢ 0 lub 1. Trudniej trafi¢ na liczby pierwsze z
malejacym porzadkiem cyklicznym: 43, 10987, 76543 1 1987.




Duze liczby pierwsze....

Liczba 314159265358979323846264338327/95028841

zestawiona z poczatkowych 38 cyfr rozwinigcia

dziesietnego liczby 7T jest pierwsza.

Liczba 73939133 nie tylko jest pierwsza, ale liczby

otrzymane z niej przez kolejne obcinanie cytr od prawej tez
sg pierwsze: 7393913, 739391, 73939, 7393, 739, 73, 7.



| jeszcze raz

# Przesledzmy jeszcze raz dziatanie algorytmu na
wickszym przedziale liczb.

u Zakres i granica
m Zakres 1 — 100.
& Plerwiastek ze 100 = 10.

# Bedziemy wyrzucac wielokrotnosci liczb
mniejszych lub rownych 10.



Wyszukiwanie liczb pierwszych
z przedziatu od 1 do 100.

Mimo zaproponowania bardzo prostego algorytmu
do dnia dzisiejszego matematyka nie zna lepszego
sposobu na uzyskanie liczb pierwszych.

PrzeSledzmy 1de¢ 12345678910
Eratostenesa na 111213141516 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 286 29 30

Lo 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Przypu$émy, ze 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
chcemy znalez¢ 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
wszystkie liczby 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

. By 71 72 7374 75 76 77 78 79 80
pae%szel&smd liczb 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
0 o 100. 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100



Rozpoczynamy przesiewanie liczb

# 1 nie jest liczba pierwsza, 23579

# Kolejna liczba to 2. 11 131517 19
Wykreslamy wszystkie liczby 21 23 25 27 29
wieksze od dwoch bedace 31 33 35 37 39
wielokrotnos$cig liczby 2. 41 43 45 47 49

# Program komputerowy moze o1 53 35 57 5%
dodajac przys$pieszy¢ swoje 61 63 6567 69

dziatanie — wykona dodawanie /173757779
szybciej niz dzielenie w trakcie 81 83 85 &7 &9
szukania liczb podzielnych 91 93 95 97 99
przez (w tej chwili ) 2.




Usuwamy wielokrotnosci trojka.

# Najmniejszq liczbg jest 2337
teraz liczba 3 (jest to 111317 19
liczba pierwsza - gdyby 23 29
nig nie byta, to dzielitaby 31 35 37

sie przez 2, ale wtedy 41 43 47 49
bytaby wykreslona). 53 55 59
i Skreslamy teraz z listy 51 65 67

wszystkie liczby wigksze
od 3 i jednoczesnie /1737779

podzielne przez 3. 83 85 89
91 95 97



Odsiewamy kolejne
wielokrotnosci.

# Najmniejszqg liczba na liscie jest
liczba 5. Jest to liczba pierwsza
(argumentacja jak poprzednio).
Skreslamy teraz wszystkie liczby
wieksze od 5 i podzielne przez 5.

# Najmniejszq liczbg na liscie jest
liczba 7. Jest ona liczbg pierwsza.
Wykreslamy wszystkie jej
wielokrotnosci. A oto efekt odsiewu:

# Tak wilasnie ustalilismy liczby
pierwsze mniejsze od 100-u.
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Co nalezy zapamietac?

# Imi¢ Eratostenes,
nazwe algorytmu 1 do czego sluzy,

zasade dzialania 1 jak dlugo

wyrzucamy wielokrotnosci.
Ro6znice miedzy liczbami pierwszymi a zlozonymi
1to, ze 01 1 nie sg ani ztozone, ani pierwsze.

Dzi¢kuje za uwage



